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SOPRA UNA ESTENSIONE DELL.& TERZA LEGGE 
DI KEPLERO.  
Nota del prof. E. B e t t l ,  a Plsa. 
4dunan~a del 24 giugno z888. 
Se denotiamo con P, T e q, iI potenziale, la energia cinetica e la 
funzione di Jacob i  di un sistema Newton iano ,  i punti del quale 
sono in moto gli uni rdativamente agli aiM, avremo: 
T = -~/..a---M--v,, 
x ~ ~Zz ms ~. 
,I, - -  7_ /..a ~ r,s 
dove m, + la massa concentrata nel punto m,, M ~ la somma di tutte le 
masse, r,, la distanza dl m, da m,, % la velocitk relativa di m, ed m,. 
Diremo che il sistema 6 in moto stabile quando il valore di ,I, si 
conserver~ sempre compreso tra due valori finiti, avr,~ un numero in- 
finito di massimi e di minimi, e denotando con To, %, %,  . . .  i 
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tempi impiegati a passare dal I ~ al 2 ~ , dal 2 ~ al 3 ~ dal 3 ~ al 4 ~ , . . .  
dei massimi o minimi successivi di r e con l~ il tempo impiegato per 
passare dal i ~ all' n .... o, _t" col crescere d in  converga verso un li- 
n 
mite determinato che 1o chiameremo il tempo per~odico medio e to deno- 
teremo con O. 
Indichiamo con 9,, iI valore medio di ? nel tempo t,,, ciod: poniamo 
~ foo 6L ~, - -  9dt ;  
m 
per un sistema in moto stabile T. e P,, saranno indipendenti da n; 
potremo denotarli semplicemente con T e P e avremo 
T= P. 
Ora 
essendo /Tun valore compreso tra i[ massimo e ll minimo dei valori 
di P' .  Quindi ponendo 
otterremo 
- M y- - - __  
R'  
F = 
Chiameremo distanz~a media la lunghezza R. 
Analogamente avremo 
T---- •  W'-. 
Ad. un sistema in moto stabile ~ applicabile il teorema dimostrato 
da C laus ius  per i moti da esso detti stazionari, quando si prenda t,, 
sufficientemente grande. Dunque, denotando con $ la variazione relativa 
ad R, e con ~1 la variazione relativa ad 3/; ed essendo ~ U --" - -  ~P, 
I'equazione di C laus ius  darer 
8~P + o~T+ ~' T + 2 T~log t,,"-" o. 
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Ma 
M , 
8' T - -  7--~8 log M 
4~x 
~47 
3M, 8 I 8_~+ ST=-  z . --~-; 
qumdi sostituendo e passando al limite 
M0 ~ 
,~log R3 _o ,  
ed abbiamo il seguente 
TwOREMA.- Le variazjoni del moto e della massa di un sistema 
Newton iano  in moto stabile non mutano il rapporto tra il cubo della 
distanza media e i l  prodotto della massa per il quadrato del tempo pe- 
riodico medio. 
Nel caso di due sole masse questo rapporto 6 uguale al quadrato 
delia costante di G a u s s. 
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